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ностью параметров объекта управления. Система уравнений, описывающая КЭМП в 

виде обобщенной электрической машины, может быть использована только для 

предварительного анализа процессов и формирования базы знаний  об ОУ. Синтез 

СУ КЭМП целесообразно производить на основе нечетких технологий с учетом ап-

риорной информации и результатов моделирования.  
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МЕТОД НАХОЖДЕНИЯ КОРНЕЙ МНОГОЧЛЕНОВ. I  
 

Для нахождения корней многочлена с заданной точностью предлагается про-

стой и наглядный метод, основанный на получении итерационных формул, за 

счет выделения из многочленов простых и квадратичных множителей, с по-

следующим сопоставлением записей многочленов с остатком, когда корни 

являются приближенными, и без остатка, когда значения корней являются 

точными. В первой части статьи излагается вывод итерационных формул с 

выделением из многочленов простых множителей.  

Ключевые слова: многочлены, нахождение корней, итерационные формулы, 

приближенные и точные решения. 

 

Введение 
 

Во многих задачах анализа и синтеза систем управления, электрических це-

пей и электронных устройств требуются определение корней многочленов. Как 

известно, основная теорема алгебры комплексных чисел [1] гласит, что всякий 

многочлен с любыми числовыми коэффициентами, степень которого не меньше 
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единицы, имеет хотя бы один корень, в общем случае комплексный. Теорема ус-

танавливает для любого многочлена n-й степени с числовыми коэффициентами 

существование n комплексных корней.  

Поиски  методов определения корней начались, естественно, с попыток вы-

вода формул, аналогичных формуле для решения квадратного уравнения, еще 

древними греками. Методы решения уравнений третьей и четвертой степени от-

носятся к XVI в. После этого почти три столетия продолжались безуспешные по-

пытки найти формулы, выражающие при помощи радикалов корни любого урав-

нения пятой степени с буквенными коэффициентами через его коэффициенты. 

Эти попытки прекратились лишь после того, как Абель в 20-х гг., а затем Галуа в 

30-х гг. XIX в. доказали, что такие формулы для уравнений n-й степени при лю-

бом n ≥ 5 заведомо не могут быть найдены, хотя и не исключали возможности то-

го, что корни всякого многочлена с числовыми коэффициентами все же каким-

либо способом выражаются через коэффициенты при помощи некоторой комби-

нации радикалов, т.е. всякое характеристическое уравнение разрешимо в радика-

лах. 

В настоящее время считается, “что не существует метода для разыскания 

точных значений корней многочленов с числовыми коэффициентами” [1]. Тем не 

менее самые различные проблемы науки и техники сводятся к вопросу о корнях 

многочленов, притом иногда достаточно высоких степеней. Поэтому задача на-

хождения корней многочлена n-й степени с заданной точностью является акту-

альной и по сегодняшний день. 

Существует много методов, позволяющих достаточно быстро находить 

приближенное значение корня с требуемой точностью, – например, метод линей-

ной интерполяции, называемый также методом ложного положения, метод Нью-

тона, а также их комбинации. В теории приближенных вычислений можно найти 

изложение многих других методов приближенного вычисления корней.  

Среди них наиболее распространенными являются метод Лобачевского [2] 

(иногда ошибочно называемый методом Греффе [1]), метод Хичкока, схема Гор-

нера для деления многочлена на двучлен и квадратный трехчлен [3] и др. Эти ме-

тоды позволяют находить приближенные значения всех корней многочлена, но 

связаны с весьма громоздкими вычислениями [1 – 3].  

Поэтому для нахождения корней многочлена с заданной точностью предла-

гается более простой, удобный и наглядный метод, основанный на получении 

итерационных формул за счет выделения из многочленов простых и квадратич-

ных множителей, с последующим сопоставлением записей многочленов с остат-

ком, когда корни являются приближенными, и без остатка, когда значения корней 

являются точными. 
 

Постановка задачи 
 

 Для определения корней 1p , 2p , …, np  многочлена )( pP  используют ал-

гебраическое уравнение n -й степени относительно переменной p  

...2
2

1
1 +++ −

−
−

−
n

n
n

n
n

n pApApA 001
2

2 =+++ ApApA                   (1) 

или каноническую форму записи: 
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...2
2

1
1 +++ −

−
−

−
n

n
n

n
n papap 001

2
2 =+++ apapa ,                        (2) 

где .0 ),,...,2,1( ≠== −− nninin AniAAa  

Если 1p  корень уравнения (2), тогда многочлен )( pP , стоящий в левой час-

ти уравнения, делится на ( )1pp −  без остатка и частное есть многочлен )(1 pP  

степени ( )1−n : ( ) )()( 11 pPpppP −= . В общем случае остаток от деления )( pP  на 

( )1pp −  равен 0B : ( ) 011 )()( BpPpppP +−= . 

Если )( pP  делится без остатка на ( )k
pp 1− , но уже не делится на 

( ) 1
1

+− k
pp , то 1p  есть k -кратный корень уравнения 0)( =pP . В этом случае 1p  

является общим корнем многочлена )( pP  и его производных вплоть до ( )1−k -го 

порядка. 

Если корни многочлена )( pP  равны 1p , 2p , …, rp  и, соответственно, крат-

ности их равны 1α , 2α , …, rα  







=∑

=
n

r

i
i

1

α , то уравнение (2) представимо в виде 

произведения: ( ) ( ) ( ) 0...)( 21
21 =−−−= r

rpppppppP
ααα

. Решение уравнения 

можно упростить, перейдя к уравнению, имеющему те же самые корни, но уже 

однократные [2]. 

Если уравнение (2) с действительными коэффициентами имеет комплекс-

ный корень βα jp +=1 , то оно имеет также корень βα jp −=1 , и притом той же 

кратности, что и 1p . Поэтому число всех комплексных корней уравнения с дейст-

вительными коэффициентами всегда четное. Следовательно, уравнение нечетной 

степени с действительными коэффициентами имеет, по крайней мере, один дей-

ствительный корень. В разложении на множители левой части уравнения (2) с 

действительными коэффициентами, наряду с множителем ( ) 1
1

α
pp − , где 1p  ком-

плексный корень, имеется также и множитель ( ) 1
1

α
pp − . Объединив каждую та-

кую пару множителей, получим разложение левой части уравнения (2) на дейст-

вительные множители: 

( ) ( ) ...)( 21
21

αα
pppppP −−= ( ) ( ) 1

11
2 βα

qpsppp k
k ++− ( ) ,0... 2 =++ l

ll qpsp
β

 

 ∑∑
==

+=
l

i
i

k

i
in

11

2 βα ,  

где 1p , 2p , …, kp  – действительные корни уравнения (2), а квадратичные мно-

жители ii qpsp ++2  дают еще l  пар корней.  

Таким образом, для решения задачи нахождения корней многочленов n-го 

порядка установлены основные закономерности возможных преобразований мно-

гочленов, позволяющие найти это решение. 
 

Решение задачи 
 

Умножим и разделим многочлен )( pP  на ( )1pp − . В результате этой опе-

рации получим многочлен )(1 pP  степени ( )1−n , умноженный на ( )1pp − , и по-
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стоянный остаток 0B , так как в общем случае многочлен )( pP  делится на ( )1pp −  

с остатком: 

( )( ++−= −
−

− 2
1

1
1)( n

n
n

n pBpBpppP ) 012
2

3
3

2 ... BBpBpBpB n
n +++++−

− . (3)                                           

 Раскроем скобки в правой части выражения (3) и приравняем полученные 

коэффициенты коэффициентам уравнения (1) при соответствующих степенях p : 

( ) +−+= −
−

1
11)( n

nn
n

n pBpBpBpP ( ) ...2
112 +− −

−−
n

nn pBpB  

 ( ) ( )pBpBpBpB 211
2

312... −+−+ ( ) =−+ 110 BpB     (4) 

...2
2

1
1 +++ −

−
−

−
n

n
n

n
n

n pApApA .01
2

2 ApApA +++         

Получим:  

 , , 111 nnnnn BpBABA −== −− , ... ,1122 −−− −= nnn BpBA     

, , 21113122 BpBABpBA −=−= . 1100 BpBA −=  

При записи в виде рекуррентной формулы имеем:  

,nn AВ =  11 ++= jjj BpAB ,  0...,,1−= nj .            (5) 

      Далее многочлен )(1 pP  умножим и разделим на ( )2pp − . В результате по-

лучим многочлен ( )pP2  степени )2( −n , умноженный на )( 2pp − , и постоянный 

остаток 1C : 

( )( 3
1

2
21 )( −

−
− +−= n

n
n

n pCpCpppP ...4
2 ++ −

−
n

n pC     

  ) =++++ 123
2

4 CCpCpC  

( ) +−+= −
−

− 2
21

1 n
nn

n
n pCpCpC ( ) ...3

122 +− −
−−

n
nn pCpC   (6) 

( ) ( )pCpCpCpC 322
2

423... −+−+ ( ) =−+ 221 CpC  

+++= −
−

−
−

− 3
2

2
1

1 n
n

n
n

n
n pBpBpB ,... 12

2
3 BpBpB +++    

где ,, 211 nnnnn CpCBCB −== −− ,...,1222 −−− −= nnn CpCB          

,, 32224233 CpCBCpCB −=−=  .2211 CpCB −=      (7) 

Откуда:  

nn BC = ,  12 ++= jjj CpDC , 

где .1,...,1−= nJ              

Продолжая процесс умножения и деления каждого вновь полученного мно-

гочлена )(1 pPi−  на ( ) ),...,4,3( nipp i =− , последовательно находим: 

( )( 4
1

3
32 )( −

−
− +−= n

n
n

n pDpDpppP ...5
2 ++ −

−
n

n pD + 

) =++++ 234
2

5 DDpDpD ( ) +−+ −
−

− 3
31

2 n
nn

n
n pDpDpD

 ( ) ...4
132 +−+ −

−−
n

nn pDpD ( ) +−+ 2
534 pDpD     (8) 

( ) ( ) +=−+−+ −2
332433

n
n pCDpDpDpD  

+ ++++ −
−

−
−

2
4

4
2

3
1 ... pCpCpC n

n
n

n ,23 CpC +      

откуда:  

а) ,, 311 nnnnn DpDCDC −== −− ,...,1322 −−− −= nnn DpDC ,5344 DpDC −=   

,4333 DpDC −= ;3322 DpDC −=  
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б) ,, 13 ++== jjjnn DpCDCD         (9) 

где .2,...,1−= nj       

( )( ...)( 6
2

5
1

4
43 +++−= −

−
−

−
− n

n
n

n
n

n pFpFpFpppP +  

) ( ) +−+=++++ −
−

− 4
41

3
345

2
6

n
nn

n
n pFpFpFFFpFpF  

( ) ( ) +−++−+ −
−−

2
645

5
142 ... pFpFpFpF n

nn     (10)

  ( ) ( ) +=−+−+ −3
443544

n
n pDFpFpFpF  

+ 2
5

5
2

4
1 ... pDpDpD n

n
n

n +++ −
−

−
− ,34 DpD ++     

откуда: 

a) ,nn FD =  ,411 nnn FpFD −= −−  ,...,1422 −−− −= nnn FpFD   

 ,6455 FpFD −=  ,5444 FpFD −=  ;4433 FpFD −=  

б) ,, 14 ++== jjjnn FpDFDF              (11) 

где ,3,...,1−= nj         

( )( 6
1

5
54 )( −

−
− +−= n

n
n

n pGpGpppP ...7
2

−
−+ n

n pG + 

) =++++ 456
2

7 GGpGpG ( ) +−+= −
−

− 5
51

4 n
nn

n
n pGpGpG

 + ( ) ...6
152 +− −

−−
n

nn pGpG ( ) +−+ 2
756 pGpG     (12) 

( ) ( )554655 GpGpGpG −+−+ ++= −
−

− 5
1

4 n
n

n
n pFpF

 ,... 45
2

6
6

2 FpFpFpF n
n +++++ −

−           

откуда: 

а) ,nn GF =  ,511 nnn GpGF −= −−  ,...,1522 −−− −= nnn GpGF   

 ,7566 GpGF −=  ,6555 GpGF −=   ;5544 GpGF −=  

б) ,, 15 ++== jjjnn GpFGFG               (13) 

где .4,...,1−= nj         

… 

( )23 )( −− −= nn pppP ( ) =+++ −−− 321
2

nnnn HHpHpH  

 ( ) 2
21

3 pHpHpH nnnn −− −+= ( ) +−+ −−− pHpH nnn 122    (14) 

( ) 2
1

3
223 pLpLHpH nnnnn −−−− +=−+ ,32 −− ++ nn LpL           

откуда: 

а) ,nn HL =  ,211 nnnn HpHL −−− −=  ,1222 −−−− −= nnnn HpHL   

 ;2233 −−−− −= nnnn HpHL  

б) 12, +−+== jnjjnn HpLHLH ,              (15) 

где .3,...,1 −−= nnj    

( )( ) ( ) +−+=++−= −−−−−− pSpSpSSSpSpppP nnnnnnnnn 11
2

2112 )(  

  ( )112 −−− −+ nnn SpS ,21
2

−− ++= nnn HpHpH       (16) 

откуда: 

а) ,, 111 nnnnnn SpSHSH −−− −==  ;1122 −−−− −= nnnn SpSH  
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б) ,, 11 +−+== jnjjnn SpHSHS                (17) 

где .2,...,1 −−= nnj    

( ) 11 )( −− +−= nnnn RRpppP ( ) ,11 −− +=−+= nnnnnn SpSRpRpR            (18) 

откуда: 

а) ;, 11 nnnnnn RpRSRS −== −−  ., 11 nnnnnn RpSRSR +== −−                 (19) 

В результате имеем: 

( ) ,)()( 011 BpPpppP +−=  

( ) ,)()( 1221 CpPpppP +−=  

( ) ,)()( 2332 DpPpppP +−=  

( ) ,)()( 3443 FpPpppP +−=           

( ) ,)()( 4554 GpPpppP +−=  

…          (20) 

( ) ,)()( 3223 −−−− +−= nnnn HpPpppP  

( ) ,)()( 2112 −−−− +−= nnnn SpPpppP  

( ) .)( 11 −− +−= nnnn RRpppP          

Следовательно, многочлен )( pP  может иметь следующий вид: 

=+−= 011 )()()( BpPpppP …… ⋅−−= ))((( 21 pppp     

  ))(().(...(()(()(((( 12543 −− −−−−−⋅ nn pppppppppp ·  (21) 

 · 01234321 )))))...))))(( BCDFGHSRRpp nnnnn ++++++++− −−+ .  
 

Раскрывая скобки в выражении (21), получим: 
 

=)( pP ))()()(( 4321 pppppppp −−−−= ⋅−− − ))...(( 25 npppp  

 ))(())(( 211 ppppRpppp nnn −−+−−⋅ − ⋅−− ))(( 43 pppp  

 1125 ))()...(( −−− −−−⋅ nnn Rpppppp ⋅−−+ ))(( 21 pppp  

 +−−−−⋅ −− 22543 ))...()()(( nn Spppppppp  

 ))()()()(( 54321 pppppppppp −−−−−+ +−3... nH  

…             (22) 

 +−−−−+ 44321 ))()()(( Gpppppppp   

 +−−−+ 3321 ))()(( Fpppppp +−−+ 221 ))(( Dpppp .)( 011 BCpp +−
  

Формула (20) является общей формой записи многочлена )( pP . 

Пусть 4=n . Тогда, следуя формуле (20), можно записать: 

))()()(()( 4321 pppppppppP −−−−= +4G +−−− 3321 ))()(( Fpppppp  

 +−−+ 221 ))(( Dpppp ,)( 011 BCpp +−  

где, согласно формулам (5), (7), (9) и (11), имеем: 

,44 AB =  ,4134133 ApABpAB +=+=  ),( 413123122 ApApABpAB ++=+=  

2111 BpAB += )),(( 4131211 ApApApA +++=                 (23) 

1100 BpAB += )))((( 413121110 ApApApApA ++++= ,            

по правилу Горнера;  

,44 BC =  ,4234233 BpBCpBC +=+=  ),( 423223222 BpBpBCpBC ++=+=  



 

94

2211 CpBC += ));(( 4232221 BpBpBpB +++=  ,44 CD =                           (24) 

,4334333 CpCDpCD +=+= );( 433323322 CpCpCDpCD ++=+=        

,44 DF =  ;4434433 DpDFpDF +=+=  

.... 444 AFG ===                        (25) 

Следовательно, для нахождения корней многочлена  

01
2

2
3

3
4

4)( ApApApApApP ++++=   

могут быть использованы уравнения: 

)))((( 413121110 ApApApApA ++++ 3
13

4
14 pApA += ,0011

2
12 =+++ ApApA

 ))(( 4232221 BpBpBpB +++ 0122
2
23

3
24 =+++= BpBpBpB , 

)( 43332 CpCpC ++ ,0233
2

34 =++= CpCpC  

.0344443 =+=+ DpDDpD                 (26) 

Если действительный корень 1p  определен из решения первого уравнения 

системы равенств (23), то действительный корень 2p  находится из решения вто-

рого уравнения этой системы, но после того, как по уравнениям (23) будут опре-

делены коэффициенты 4321 ,,, BBBB . Аналогично могут быть найдены корни 3p  и 

4p . Следовательно, если действительный корень 1p  найден, то следующий дей-

ствительный корень находится из уравнения, степень которого на единицу мень-

ше степени предыдущего уравнения. 

Для нахождения действительных корней многочлена )( pP  n -й степени 

может быть использован следующий метод. Предположим, что известно прибли-

женное значение корня 
)1(

1p . Умножим и разделим многочлен )( pP  на )( )1(
1pp − . 

Остановим деление многочлена )( pP  на предпоследнем шаге. Тогда имеем:  

+++++−= −
−

− )...)(()( )1(
2

2)1(
3

2)1(
1

1)1(
1 pBpBpBpBpppP n

n
n

n     

  .)( )1(
0

)1(
1

)1(
1 BppB +−+                 (27)                                                                                                            

Теперь представим многочлен )( pP  в виде: 

)()( )1(
1pppP −= )...(

)1(
2

2)1(
1

1 pBpBpB n
n

n
n +++ −

−
− ).( )2(

1
)1(

1 ppB −+           (28) 
 

Запись многочлена )( pP  в виде равенства (25) предполагает, что деление 

выполнено без остатка, а следовательно, значение корня )2(
1p  является точным.  

Найдем значение корня )2(
1p , выполнив сопоставление формул (24) и (25): 

=+− )1(
0

)1(
1

)1(
1 )( BppB )( )2(

1
)1(

1 ppB − , откуда: 

)1(
1

)1(
0)1(

1
)2(

1
B

B
pp −= ,                  (29) 

где коэффициенты )1(
0B  и )1(

1B  определяются по формуле (5):  

.0,...,1,, )1(
1

)1(
1

)1( −=+== + njBpABAB jjjnn  

Еще одна формула для нахождения точного значения корня )2(
1p  может 
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быть получена, если преобразовать формулы (27) и (28). Из равенства (28) нахо-

дим )0(),()( )2(
1

)1(
1

)1(
1

)1(
1 PppBpP −= .)2(

1
)1(

1 pB−=  Исключая из полученных равенств 

коэффициент )1(
1B , получим: 

)()0(

)0(
)1(

1

)1(
1)2(

1
pPP

Pp
p

−
= ,

)()0(

)(
)1(

1

)1(
1

)1(
1)1(

1
pPP

pPp
p

−
+=              (30) 

где, согласно формуле (27), 
)1(

0
)1(

1 )( BpP = , причем коэффициент 
)1(

0B  находится по 

формуле (5): ,0,...,1,, )1(
1

)1(
1

)1( −=+== + njBpABAB jjjnn  а так как  

...)( 1
1 ++= −

−
n

n
n

n pApApP ,01
2

2 ApApA +++   

то 0)0( AP = . 

В результате формула (30) принимает вид: 

.
)1(

00

)1(
0

)1(
1)1(

1)1(
00

0
)1(

1)2(
1

BA

Bp
p

BA

Ap
p

−
+=

−
=               (31) 

Пример 1. Требуется найти действительный корень многочлена   

01
2

2
3

3)( ApApApApP +++=   

по формулам (29) и (31), где ;20;1 23 == AA ;1001,1 8
1 ⋅=A 9

0 1001,1 ⋅=A . 

Зададим первоначальное (приближенное) значение корня 1)1(
1 −=p .Для реа-

лизации формулы (29) определяем: ,19,1 3
)1(

12
)1(

233 =+=== BpABAB  

=+= )1(
2

)1(
11

)1(
1 BpAB  ,1000999,1 8⋅ .1009001,9

8)1(
1

)1(
10

)1(
0 ⋅=+= BpAB  Следовательно, 

=−= )1(
1

)1(
0

)1(
1

)2(
1 BBpp .000099,10−  Найдем значение действительного корня 

многочлена по формуле (31): 
)1(

00

)1(
0

)1(
1)1(

1
)2(

1
BA

Bp
pp

−
+= .000099,10−=  Видно, что вы-

числения значений действительного корня многочлена )( pP  по формулам (29) и 

(31) дают одинаковый результат: .000099,101 −=p  Это значение полностью сов-

падает со значением корня, полученным по точной формуле нахождения корня, 

выраженной через радикалы. При этом в отличие от формулы (31) формула (29) 

является более универсальной, так как позволяет задавать самые различные пер-

воначальные значения корня )1(
1p , включая ноль. Аналогично могут быть получе-

ны формулы для нахождения корней :,...,, 32 nppp  

,)1(
2

)1(
1

)1(
2

)2(
2 CCpp −=                 (32) 

где 1,..,1,, )1(
1

)1(
2

)1()1( −=+== + njCpBCBC jjjnn ; 

,
)1(

3
)1(

2
)1(

3
)2(

3 DDpp −=                 (33) 

где 2,..,1,, )1(
1

)1(
3

)1()1( −=+== + njDpCDCD jjjnn ; 

,
)1(

4
)1(

3
)1(

4
)2(

4 FFpp −=                 (34) 

где ;3,..,1,,
)1(
1

)1(
4

)1()1( −=+== + njFpDFDF jjjnn  
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,)1(
5

)1(
4

)1(
5

)2(
5 GGpp −=                 (35) 

где 4,..,1,, )1(
1

)1(
5

)1()1( −=+== + njGpFGFG jjjnn ; 

… 

,
)1(
2

)1(
3

)1(
2

)2(
2 −−−− −= nnnn HHpp                (36) 

где ,, )1(
1

)1(
2

)1()1(
+−+== jnjjnn HpLHLH  3,..,1 −−= nnj ; 

,
)1(
1

)1(
2

)1(
1

)2(
1 −−−− −= nnnn SSpp                  (37) 

где ,, )1(
1

)1(
1

)1()1(
+−+== jnjjnn SpHSHS  2,1 −−= nnj ; 

,
)1(
1

)1()2(
nnnn RRpp −−=                  (38) 

где nnnnnn RpSRSR
)1()1(

1
)1(
1, +== −− . 

Если первоначальные значения корней многочлена )( pP  заданы прибли-

женно, тогда формулы нахождения корней (29), (31) – (38) могут быть представ-

лены в виде формул простых одношаговых итераций. Для этого значения корней 
)1()1(

2
)1(

1 ,...,, nppp  заменяются на значения )()(
2

)(
1 ,...,, m

n
mm ppp , а значения корней 

)2()2(
2

)2(
1 ,...,, nppp  – на улучшенные значения, равные )1()1(

2
)1(

1 ,...,, +++ m
n

mm ppp . Так, 

например, уравнение (29) может быть записано в виде: ,
)(

1
)(

0
)(

1
)1(

1
mmmm

BBpp −=+
 

где m  – число итераций для вычисления корня 1p  с требуемой точностью, а ко-

эффициенты 
)(

0
m

B  и )(
1 mB  определяются для каждого m -го приближения по фор-

муле (5): ,, )(
1

)(
1

)( m
j

m
j

m
jnn BpABAB ++==  .0,...,1−= nj  

 

Заключение 

        Таким образом, предложена простая и наглядная итерационная процедура 

нахождения корней многочленов n-й степени, основанная на выделении из мно-

гочленов простых множителей, с последующим сопоставлением записей много-

членов с остатком, когда корни являются приближенными, и без остатка, когда 

значения корней точные. Предлагаемый метод удобен для использования в сис-

темах  автоматизированного анализа и синтеза  систем управления, электриче-

ских цепей и электронных устройств.  
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