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ОЦЕНКИ ПЛОТНОСТИ ВЕРОЯТНОСТИ 

 

Обсуждаются вопросы, связанные с выбором весовой функции (ядра) при по-

строении оценки плотности вероятности типа Розенблатта – Парзена. Указаны ус-

ловия, при которых применение знакопеременных весовых функций (ядер стар-

ших порядков) приводит к существенному улучшению качества оценивания 

плотности вероятности. Указана также литература, позволяющая читателю вы-

брать весовую функцию нужного ему порядка с ограниченным носителем. 
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менные ядра (ядра старших порядков), ядро бесконечного порядка (синк-ядро), 

выбор порядка весовой функции. 

 

Введение 

Настоящая работа по существу инициирована статьей [1], посвященной ис-

следованию непараметрических (ядерных) оценок плотности вероятности по вы-

борке конечного объема. Вводя в рассмотрение непараметрическую (ядерную) 

оценку типа Розенблатта – Парзена, авторы статьи [1] исследуют дисперсию ее 

интегральной квадратической ошибки. При этом они ограничиваются рассмотре-

нием лишь неотрицательных весовых функций при построении оценки Розенблат-

та – Парзена. В настоящей статье будет указана возможность и желательность от-

каза от предположения о неотрицательности весовой функции (ядра) при построе-

нии оценки Розенблатта – Парзена. Будет указана литература, однозначно свиде-

тельствующая, что применение знакопеременных весовых функций позволяет во 

многих случаях существенно (иногда даже многократно) уменьшить ошибку оце-

нивания плотности вероятности. 

Завершая вводную часть статьи, условимся, что интеграл без указания пре-

делов будет обозначать всюду в дальнейшем интегрирование в бесконечных пре-

делах, а символ «~» − пропорциональность двух величин. В целях удобства чита-

теля во всех последующих формулах будут в основном (по возможности) сохра-

нены обозначения работы [1]. 
                 

1. Некоторые предварительные сведения          

Приведем используемые в дальнейшем сведения, касающиеся полиноми-

альных B-сплайнов Шенберга нечетных степеней. B-сплайн al(t), l = 1, 2, …, опре-



 

108

деляется соотношением 
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Все функции al(t) финитны (имеют ограниченный носитель), каждая из них 

является сплайном степени 2l − 1. Последнее означает, что функция al(t) «склеена» 

из многочленов степени 2l – 1. Точные формулы для функций al(t) могут быть 

найдены в работе [2] для l = 1, 2, …, 6, в работе [3] – для l = 7 и в работе [4] – для 

l = 8. В работе [4] читатель найдет также ряд примеров применения B-сплайнов 

нечетных степеней в статистической радиотехнике и в ряде разделов прикладной 

математики. 

Формулы для функций al(t), l = 1, 2 занимают одну и, соответственно, две 

строки. Однако с каждым переходом от l к l + 1 формулы, описывающие функции 

al(t), становятся все более объемными. Воспроизводить их в настоящей работе мы 

не будем. Функции al(t), l ≤ 7, будут использованы в разделе 2 без повторных ссы-

лок на работы [2, 3]. 

                  

2. Оценки плотности вероятности. L2-подход 

Итак, пусть 

X1, X2, …, Xn                                                                                        (1)    

является выборкой из n независимых наблюдений случайной величины X с неиз-

вестной плотностью вероятности p(x). Критерием качества той или иной статисти-

ческой оценки в рамках L2-подхода является интегральная среднеквадратическая 

ошибка (ИСКО). В частности, если речь идет об оценке плотности вероятности, то 

имеется в виду величина 

( ) ( ) ( )[ ]∫ −= ,
2
dxxpxpnpJ

n
E             (2)  

где pn(x) − конструируемая нами оценка функции p(x). 

Классическая ядерная оценка (оценка Розенблатта – Парзена) функции p(x) 

по выборке (1) строится в виде 
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где c = c(n) – некоторая последовательность положительных чисел, удовлетво-

ряющая условиям 

,lim

,0lim

∞=

=

∞→

∞→

nc

c

n

n
                                                               (4)  

а Φ(u) − некоторая четная ограниченная функция, удовлетворяющая условиям 

 ( ) ( )∫ ∫ ∞<Φ=Φ .,1
2

duuduu                                                           (5)  

В дальнейшем функцию Φ(u) будем называть ядром, или весовой функцией оцен-

ки (3). 

Наконец, порядком весовой функции Φ(u) назовем наименьшее четное чис-
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ло r ≥ 2, для которого ( )∫ ≠Φ 0duuu r . Хорошо известно (см., например, [5, теорема 

2], [6, разд. 2, табл. 1], [7, разд. 3, замечание 2], [8, разд. 1], [9, разд. 4.2]), что при 

достаточно больших (хотя и не астрономических) значениях объема выборки n 

применение весовых функций старших порядков (т.е. порядков r > 2) позволяет 

существенно (иногда даже многократно) уменьшить ошибку оценивания, если 

только оцениваемая плотность вероятности p(x) является достаточно гладкой 

(многократно дифференцируемой) функцией. Улучшение качества оценивания 

достигается здесь за счет того, что весовые функции старших порядков устраняют 

главные члены смещения оценки (3). Наиболее общая закономерность может быть 

сформулирована здесь следующим образом: в предположении достаточной глад-

кости функции p(x) с ростом объема выборки n постепенно возрастает как по-

рядок r оптимальной весовой функции Φ(u), так и достигаемый с ее помощью вы-

игрыш в точности оценивания. Наглядной иллюстрацией к этому последнему ут-

верждению может служить табл. 1 из работы [6]. 

Разумеется, применение весовых функций старших порядков не может быть 

рекомендовано в тех случаях, когда нет оснований предполагать, что оцениваемая 

плотность вероятности p(x) является достаточно гладкой функцией. Здесь, оче-

видно, следует использовать одну из весовых функций минимального (второго) 

порядка. Весовыми функциями второго порядка являются, в частности, все неот-

рицательные весовые функции. 

Ниже приводится предложенный в работе [10, разд. 2] набор весовых функ-

ций Φ(u) = Φr(u) порядков r = 2, 4, …, 12: 

Φ2(u) = a2(u), 
 

Φ4(u) = 3a2(u) – 2a3(u), 
 

Φ6(u) = 6a2(u) – 8a3(u) + 3a4(u), 
 

Φ8(u) = 10a2(u) − 20a3(u) + 15a4(u) − 4a5(u), 
 

Φ10(u) = 15a2(u) − 40a3(u) + 45a4(u) − 24a5(u) + 5a6(u), 
 

Φ12(u) = 21a2(u) − 70a3(u) + 105a4(u) − 84a5(u) + 35a6(u) − 6a7(u). 
 

Каждая из весовых функций Φr(u) является линейной комбинацией полино-

миальных B-сплайнов Шенберга al(u), l ≤ 7. Носителем каждой из весовых функ-

ций Φ(u) = Φr(u) является конечный интервал, что существенно ускоряет вычисле-

ние оценки (3) плотности вероятности. При достаточно больших n правая часть 

этой последней формулы будет реально зависеть лишь от небольшой доли исход-

ных наблюдений Xi. 

Каждая из приведенных выше шести весовых функций Φ(u) допустима в 

том смысле, что не существует другой весовой функции ( )uΦ
*

, которая была бы (в 

рамках критерия (2)) не хуже функции Φ(u) одновременно для всех плотностей 

вероятности p(x) и для всех n и c из области их значений. 

Еще одно семейство допустимых весовых функций с ограниченным носите-

лем описывается формулой  

( ) ( )( )
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где 0 < α ≤ 1 (см. [11, формула (6)]). Функция (6) впервые была предложена в ра-

боте [12] (см. также [13, § 1]). 

Опираясь на формулу 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )∫

∫∫
−+

+−=−≡
−

−

,12

12
221

2212

dtctWtV

dttVctWndxxpxppJ nn

π

πE
  (7) 

где ( ) ( ) ( )dxitxxptV exp∫=  и ( ) ( ) ( )∫Φ= dxitxxtW exp , Д.Б.Х. Клайн [14] установил, 

что условием допустимости весовой функции Φ(u) является соотношение 

0 ≤ W(t) ≤ 1. Ему же принадлежит термин «допустимая весовая функция». Форму-

ла (7) для величины J(pn) ранее была приведена (в несколько иных обозначениях) 

в работах [15, 16]. 

Наряду с весовыми функциями (ядрами) конечных порядков r < ∞, рассмот-

рим весовую функцию бесконечного порядка (синк-ядро) 

( ) ( ) ,/sin uuu π=Φ                                                                           (8) 

преобразование Фурье которой описывается формулой 

( ) ( )
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Оценка плотности вероятности типа (3) с использованием ядра (8) рассмат-

ривалась ранее в статьях [6, 8, 14, 16 – 19] и в монографии [20, гл. 5, § 11]. Благо-

приятные асимптотические свойства оценки плотности вероятности, конструи-

руемой с помощью синк-ядра (8), указаны, в частности, в работе  [19, теоремы 

1, 2]. Следует, однако, иметь в виду, что при малых значениях объема выборки n 

весовая функция (8) ни в коей мере не является оптимальной. Ее преимущество 

перед весовыми функциями конечных порядков проявляется лишь при достаточно 

больших n (здесь мы имеем возможность снова указать на таблицу 1 из работы 

[6]). Но при больших n расход времени при вычислении оценки pn(x), конструи-

руемой с помощью ядра (8), может оказаться неприемлемо большим, так как но-

сителем ядра (8) является вся бесконечная прямая (за исключением лишь счетного 

множества точек вида u=kπ, где k −целое число, k ≠ 0). Здесь следует иметь в виду, 

что оценка плотности вероятности p(x) вычисляется обычно не для двух – трех 

значений аргумента x, а для существенно более обширного набора его значений. 

Учитывая последнее обстоятельство, приходим к выводу, что оценка pn(x) с ядром 

(8) не может быть рекомендована в качестве приоритетной оценки плотности ве-

роятности. Сходная рекомендация может быть найдена в монографии [20, с. 142]. 

До сих пор все наши рассмотрения касались лишь функционального пара-

метра Φ(u) в формуле (3). Что же касается числового параметра (параметра сгла-

живания) c = c(n) в той же формуле, то его выбор обсуждается едва ли не в каждой 

работе, посвященной  статистическому оцениванию плотности вероятности. В 

этой связи мы укажем лишь на работы [8, 21 – 23] и на обзоры [9, 24]. Заметим, 

однако, что в каждой из работ [8, 21 – 24] вводятся те или иные предположения, 

касающиеся ограниченности или степени гладкости оцениваемой плотности веро-

ятности. По-видимому, наименее ограничительно предположение работы [8, тео-
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рема 4.1]. Здесь предполагается лишь, что плотность вероятности p(x) ограничена. 

Сопоставляя работы [8, 9, 21 – 24], автор этих строк не может указать на ка-

кую-то одну из них, рекомендациям которой он отдал бы предпочтение. Задача 

отыскания оптимального значения параметра сглаживания c, очевидно, не из про-

стых, и полной ясности здесь пока еще нет. Можно утверждать, однако, что при 

фиксированном n с каждым переходом к весовой функции Φ(u) очередного более 

высокого конечного порядка оптимальное значение параметра c возрастает. Если 

же мы переходим к весовой функции Φ(u) бесконечного порядка, то возможны 

случаи как возрастания, так и убывания оптимального значения параметра c. На-

глядной иллюстрацией к этому последнему утверждению может служить табл. 2 

из работы [6]. 

                  

3. Оценки плотности вероятности. C-подход 

В настоящем разделе будет коротко рассмотрено построение оценки плот-

ности вероятности в рамках C-подхода. Напомним, что сходимость последова-

тельности функций pn(x) к функции p(x) в рамках C-подхода означает ее равно-

мерную сходимость в пределах заданного отрезка [a, b]. В дальнейшем оценивае-

мую плотность вероятности p(x) будем считать заданной на всей бесконечной 

прямой, поэтому отрезок [a, b] преобразуется здесь в множество R = (– ∞, ∞). Ра-

нее равномерная сходимость оценок плотности вероятности изучалась в работах 

[25 – 31]. 

Как и в разделе 2, наши рекомендации по выбору весовой функции (ядра) 

Φ(u) будут существенным образом зависеть от априорных предположений иссле-

дователя относительно степени гладкости оцениваемой плотности вероятности. 

Пусть априорные сведения позволяют нам предполагать, что оцениваемая плот-

ность вероятности p(x) дифференцируема m раз, m = 0, 1, 2, …, и ее m-я производ-

ная является функцией из класса Lip α, где 0 < α ≤ 1. Последнее означает, что для 

любых точек x′ и x″ на прямой x выполнено неравенство 

 
( ) ( )( ) ( ) ,xxMxfxf

mm ′′−′≤′′−′ α
                                                       

где M – некоторая постоянная. Величину β = m + α будем называть параметром 

гладкости плотности вероятности p(x). 

Относительно весовой функции Φ(u) в формуле (3) будем предполагать, что 

она непрерывна, четна, обращается в нуль вне интервала (–1, 1), удовлетворяет, 

как и в разделе 2, условиям (5) и, кроме того, имеет непрерывную производную на 

интервале (–1, 1). Имеет место следующее утверждение. 

Теорема [31]. Пусть задан параметр гладкости β > 0, причем 

2l < β ≤ 2(l+1), где l – целое неотрицательное число. Если порядок r весовой функ-

ции Φ(u) равен 2(l+1), а последовательность c = с(n) удовлетворяет условию  
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то с вероятностью 1: 
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Нетрудно показать, что, ограничиваясь лишь неотрицательными весовыми 

функциями Φ(u), при всех β > 2 невозможно получить ничего лучшего, чем 

( ) ( ) .
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Легко видеть, что скорость сходимости (9) оказывается более высокой, чем 

(10), если β > 2. 

Наборы весовых функций старших порядков могут быть найдены в работах 

[32 – 34]. При этом максимальный порядок r весовой функции Φ(u) = Φr(u) варьи-

рует для разных наборов от r = 6 до r = 20. Носителем каждой из весовых функ-

ций, предложенных в работах [32 – 34], является конечный интервал. Разумеется, 

весовые функции Φ(u), предложенные в работах [10, 11] и воспроизведенные в 

разделе 2 настоящей работы, также могут быть использованы, хотя условие до-

пустимости весовой функции в смысле [14] здесь уже значения не имеет. 

Здесь надо заметить, что хотя весовая функция (6) была предложена в рабо-

те [12] для всех α из интервала (0, 2], в работе [11] и в разделе 2 настоящей работы 

указан более узкий интервал значений параметра α, так как в случае 1 < α ≤ 2 ве-

совая функция (6) перестает быть допустимой в смысле [14]. Заметим также, что 

если в формуле (6) положить α = 2 и, кроме того, параметр сглаживания c поло-

жить равным квадратному корню из 5, то функция (1 ⁄ c)Φ(u ⁄ c) будет совпадать с 

ядром Епанечникова, определенным формулой (13) работы [35]. Легко видеть, 

что, наряду с функцией Φ(u), ядром оценки (3) плотности вероятности может слу-

жить функция (1 ⁄ c)Φ(u ⁄ c), каково бы ни было c > 0: вместе с функцией Φ(u) она 

удовлетворяет условиям (5). 

                   

4. Оценка интеграла от квадрата плотности вероятности 

В настоящем разделе нас будет интересовать статистическое оценивание не-

линейного функционала от плотности вероятности ( ) ( )∫= dxxppQ
2

. Непарамет-

рические оценки функционала Q( p) рассматривались ранее в работах [36 – 40], 

где может быть найдена дальнейшая библиография. 

В качестве оценки функционала Q( p) по выборке (1) рассмотрим случайную 

величину 

( )
( )

,
1

1

1 1

∑ ∑
= =
≠








 −
Φ

−
=

n

j

n

k

kj

kj

n c

XX

cnn
pQ                                           (11) 

где весовая функция Φ(u) и последовательность c = с(n) – те же, что и в формуле 

(3). Согласно [37, разд. 1],  

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ } ,
14 2 232






+−=− ∫ ∫ n

odxxpdxxp
n

pQpQn
E                     (12) 
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каков бы ни был порядок r < ∞ весовой функции Φ(u), если только производная  

p
(r)

(x) плотности вероятности p(x) ограничена, последовательность c = с(n), в до-

бавление к условиям (4), удовлетворяет условию  

 ,0lim
2
=

∞→
nc

r

n

                    

а весовая функция Φ(u), в добавление к условиям (5), удовлетворяет условию  

( )
.,2,1

,

K=

∞<Φ∫
m

duuu
m

           (13)  

В силу предположения об ограниченности весовой функции Φ(u) условие 

(13) выполняется автоматически, если носитель функции Φ(u) ограничен. 

Подробное доказательство соотношения (12) в работе [37] не приводится, 

так как этот результат, по существу, совпадает с результатом работы [36, разд. 3]. 

Так как главный член правой части соотношения (12) не зависит от r, то при 

построении статистической оценки (11) проще всего воспользоваться весовой 

функцией Φ(u) второго порядка. 

                       

Заключение 

Применение весовых функций старших порядков (знакопеременных весо-

вых функций) при построении оценки плотности вероятности типа Розенблатта – 

Парзена может во многих случаях существенно улучшить качество оценивания 

плотности вероятности. Весовые функции до 20-го порядка включительно с огра-

ниченным носителем могут быть найдены в указанной читателю литературе. Что 

же касается ядра бесконечного порядка (синк-ядра) (8), то его применение в каче-

стве весовой функции оценки Розенблатта – Парзена в принципе возможно, но об-

ласть применения ограничена. В качестве приоритетной весовой функции при по-

строении оценки Розенблатта – Парзена ядро бесконечного порядка (синк-ядро) 

рекомендовано быть не может. Наконец, применение неотрицательных весовых 

функций (ядер второго порядка) также не исключается, но лишь в определенных 

условиях, за пределами которых они должны уступить место весовым функциям 

старших порядков. При этом, если ошибка оценивания измеряется в метрике про-

странства L2(– ∞, ∞), то следует использовать допустимые (в смысле [14]) весовые 

функции, приведенные (со ссылками на работы [10, 11]) в разделе 2 настоящей ра-

боты. Если же ошибка оценивания измеряется в метрике пространства непрерыв-

ных функций C(– ∞, ∞), то условие допустимости может быть опущено. В этом 

случае, наряду с весовыми функциями из раздела 2, могут быть использованы ве-

совые функции из работ [32 – 34]. Во всех случаях выбор весовой функции Φ(u) 

существенным образом зависит от априорных предположений исследователя от-

носительно степени гладкости оцениваемой плотности вероятности и от объема 

выборки n. 

Рассмотренные в настоящей работе (разделы 2 и 3) подходы к статистиче-

скому оцениванию плотности вероятности, разумеется, не являются единственно 

возможными. Широко известен, в частности, L1-подход, в рамках которого ошиб-
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ка оценивания плотности вероятности описывается величиной ( ) ( )∫ − dxxpxp
n

E . 

В этой связи мы укажем на уже упоминавшуюся работу [20]. Некоторые дальней-

шие подходы к статистическому оцениванию плотности вероятности могут быть 

найдены в работах [41, 42]. 

Наконец, заметим, что статистическое оценивание плотности вероятности 

p(x) – это лишь одна из задач непараметрической статистики. Сходные методы и 

сходные (хотя и не тождественные) рекомендации остаются в силе и в таких раз-

делах непараметрической статистики как спектральный и биспектральный анализ 

стационарных случайных процессов, выделение трендов (аддитивных детермини-

рованных составляющих) некоторых классов случайных процессов и полей, ста-

тистическое оценивание интенсивности неоднородного процесса Пуассона, мате-

матического ожидания периодически коррелированного случайного процесса, а 

также кривых и поверхностей регрессии. В качестве предельно краткого списка 

литературы к перечисленным выше задачам непараметрической статистики могут 

быть указаны работы автора этой статьи [43 – 51] (последняя из них в соавторстве 

с В.А. Суходоевым). 
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