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С НЕИЗВЕСТНЫМ ЗАПАЗДЫВАНИЕМ ПО СОСТОЯНИЮ* 

 

Исследуется проблема управления по выходу неаффинным объектом с 
запаздыванием по состоянию, математическая модель которого является 
структурно и параметрически априорно неопределенной. В рамках при-
менения критерия гиперустойчивости и условий L-диссипативности, а 
также использования в системе управления неявной эталонной модели и 
фильтр-корректоров рассматриваются вопросы использования комбини-
рованного регулятора, обладающего минимальной структурной сложно-
стью, но обеспечивающего достижение поставленной цели управления в 
заданном классе неаффинных объектов с неизвестной величиной запаз-
дывания по состоянию.   
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Введение 

Аналитический синтез динамических регуляторов для объектов с не-
аффинностью по управлению – это одна из актуальных проблем в теории ав-
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следований (проект №20-08-00712). 



 

119 

томатического управления, поскольку подавляющее число известных ре-
зультатов связано с системами регулирования, в которых объекты являются 
аффинными по управлению [1 – 8].  

Как показано в работах [9 – 12], на основе критерия гиперустойчиво-
сти и условий L-диссипативности можно осуществить аналитический синтез 
систем управления для определенного класса неаффинных систем, обеспе-
чивая их функционирование с заданным качеством. При этом, применяя 
схему управления с неявным эталонном, можно построить, – например, ана-
логично [13 – 15] – комбинированные регуляторы и для неаффинных объек-
тов управления с запаздыванием по состоянию.  

В данной статье для априорно неопределенного неаффинного объекта 
управления с неизвестным запаздыванием по состоянию рассматривается 
построение наиболее простого (с точки зрения реализации) комбинирован-
ного регулятора.   

 
Модели объекта управления с фильтр-корректором 

Опишем уравнение структурно неопределенного неаффинного объекта 
с запаздыванием по состоянию в форме вход-выход 

( )[ ],)()()()()()()()( tftuFtupGhtypDtypQ +=−+     (1) 

,1...,,1,0,)0(,]0,[),()( 0 −==−∈= niyyphyp i
i

i
i υυϑυ   (2) 

где y(t) и и(t) – выходной и управляющий сигналы; yi0 – начальные условия;  
h – время запаздывания; )(υϑi  – начальные функции; f (t) – внешнее возму-
щение; ))(( tuF  – неаффинная (нелинейная) функция по управлению; p = d/dt 
– оператор дифференцирования; Q(p), D(p) и G(p) – линейные операторы, 
имеющие порядки соответственно deg Q(р) = deg D(р) = n и deg G(р) = m.  

Функционирование объекта (1) будем рассматривать в предположении 
о наличии следующих допущений:  

Д1. Операторы Q(p), D(p) и G(p) имеют вид  
 ,...)(,..)( 2

2
1

1
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1 n
nn

n
nn dрdрdрDqрqррQ +++=+++= −−−      (3) 

,...)( 1
10 m

mm gрgрgрG +++= −       (4) 

где qi, di =  const,  ,,1 ni =  gj=  const, mj ,0=  и n, m =  const, n ≥ 1, n > m ≥ 0 –
неизвестные соответственно коэффициенты и порядки. 

Д2. Возмущения f (t) и нелинейность ))(( tuF  удовлетворяют ограниче-
ниям  

( )f t ≤ * ,f const=   ∀t ≥ 0, *( ( )) 0,F u t F const≥ = >  ∀t ≥ 0,  (5) 
где * *,f F  – неизвестные числа. 
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Д3. Величина h = const > 0 неизвестна. 
Д4. Значения всех априорно неопределенных параметров объекта (1) 

зависят от некоторого вектора неизвестных параметров   ξ ∈ Ξ, где Ξ – из-
вестное множество. 

Д5. Значения max(n) и min(m) известны и максимум относительной 
степени передаточной функции ,)()()( pQpGpWQ =  при min (n) = 0, равен 

=ρ  max (n) –  min (n) = max(n).  
Д6.  Полином G(s) гурвицев, здесь s – комплексная переменная преоб-

разований Лапласа. 
Д7. В системе управления измеряются только величины y(t) и u(t), а не 

их производные.    
При этом, учитывая n > m ≥ 0 (допущение Д1) и в силу (n – m) > 1, или 

же (n – 1) > m, целесообразно ввести в рассмотрение выходной фильтр-кор-
ректор (ВФК) и, подобно [15], преобразовать сигнал у(t) к виду 
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где )(),( tytyф  – выходной и входной сигналы; )( pWф  – передаточная функ-
ция ВФК; *, TT  – постоянные времени.  

Если теперь уравнение последовательного соединения объекта (1) с 
фильтром (6) представить в форме вход-выход 

( ) ( )[ ],)()()()()1()()()()()1( 11* tftuFtupGTphtypDtypQpT фф ++=−++ −− ρρ   

или, эквивалентно, следующим образом: 
( )[ ],)()()()(~)()(~)()(~ tftuFtupGhtypDtypQ фф +=−+     (7)   

где ),()1()(~ 1
* pQpTpQ −+= ρ  ),()1()(~ 1

* pDpTpD −+= ρ  )()1()(~ 1 pGTppG −+= ρ , а 
также учесть  

1
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 и задать малую посто-
янную времени *T , то за счет существования оценки 

1)1( 1
* ≅+ −−mnpT          (8) 

можно получить упрощенное описание уравнения (7) в виде 
( )[ ],)()()()(ˆ)()(ˆ)()(ˆ tftuFtupGhtypDtypQ фф +≅−+    (9) 
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ˆˆ , ,i iq d  1,i mρ= +  и ,ˆ jg  0, 1j mρ= + −  – соответствующие коэффициенты.  

Очевидно, что модель в форме вход-состояние-выход для уравнения 
(9) будет иметь вид: 

( ){ }
],0,[),()(,)0(

),(ˆ)(,)()()()()()(

0 h

ttytftuFtuhtt
dt

td T
ф

−∈==

=++−+=

υυϑυxxx

xgbDxQxx
 (10) 

где ( )T
m txtxtxt )(...,),(),()( )(21 += ρx  – вектор переменных состояния; Q, D – матри-

цы состояния размера ( ) ( ),m mρ ρ+ × +  причем Q имеет форму Фробениуса с 
нижней строкой  ˆ Тq = ( )2 1ˆ ˆ ˆ, ..., , ,mq q qρ +  а все элементы D – нули, за исключени-

ем последней строки  ( )2 1
ˆ ˆ ˆˆ , ..., , ;T

md d dρ +=d  b = (0, …, 0, 1)Т
 ∈ ℝ 

mρ +  – вектор 

управления; ( )0121 ˆ,ˆ,ˆ..,.,ˆˆ gggg m
Т

−+= ρg   – вектор выхода.  
       

Постановка задачи 

Пусть динамика ( )фy t  – выхода основного контура управления – опре-
деляется задающим фильтр-корректором (ЗФК)  

 

1

*

1ˆ( ) ( ) ( ) ( ),
1ф

Tрr t W p r t r t
T р

ρ −
 +

= =  + 
      (11) 

где ( )r t  – задающее воздействие; ˆ( )r t  – модификация ( ).r t   
Требуется, чтобы желаемое поведение выхода объекта y (t) удовлетво-

ряло предельному соотношению  

0lim ( ) ( ) ,
t

y t r t const
→∞

− ≤ ∆ =
       

(12) 

где  0∆ – ошибка слежения в установившемся режиме.  
При этом достижение цели управления (12) на выходе соединения объ-

екта с ВФК вида (10), функционирующего в условиях структурно-пара-
метрической неопределенности (допущение Д4), будем осуществлять за счет 
синтеза явного вида закона регулирования 

( )ˆ( ) ( ), ( ) ,фu t u y t r t=                  (13) 
обеспечивая выполнение дополнительного требования  

 
lim
t→∞

* *ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ,ф фy t y t y t r t const− = − ≤ ∆ =
        

(14) 

где *∆  – достаточно малая величина; *( )y t  – выход неявного эталона, удо-
влетворяющий, аналогично [15], соотношению 

* ˆ( ) ( ).y t r t≅           (15) 
Иначе говоря, если требование (14) будет выполнено, то благодаря эк-

вивалентности передаточных функций (6), (11) будет иметь место и дости-
жение цели управления (12). 
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Модели неявного эталона 

Известно, например [15], что модель неявного эталона  

* 1
1 ˆ ˆ( ) ( ) ( ), 0,

1
y t r t r t const

pp
χ χ
χχ
∗

∗−
∗∗

= = = >
++

     (16) 

которая, в частности, при 1χ∗ >>  или 
1 0χ−

∗ ≅  имеет вид (15), в ряде случаев, 
может описываться уравнением 

1 1
*

*

ˆ ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ( ) ( )( ) ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ),ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
m mG p g G p gG py t r t r t r t

p G p Q p G p Q p
ρ ρχ χχ

χ χ
∗ + − ∗ + −∗

∗ ∗

= ≅ =
+ +

 (17) 

где     
1 1

* 1 * 0 2 * 1 * 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ... ( )m m m

m mQ p р q g р q g р q gρ ρ ρ
ρ ρχ χ χ+ + − + −
+ + −= + + + + + + + ; 

1
1ˆ ˆ ,mgρχ χ −

∗ ∗ + −=  которое в форме вход-состояние-выход будет следующим: 

,0)0(),(ˆ)(,)(ˆˆ)()(
******

* ==+= xxgbxQx ttytrt
dt

td Tχ    (18) 

где ( )T
m txtxtxt )(...,),(),()( )(*2*1** += ρx ∈ ℝ 

mρ +
 – вектор состояния;  матрица состоя-

ния *Q  размера ( ) ( )m mρ ρ+ × +  в форме Фробениуса, c последней строкой 

( )* 1 2 * 1 1 * 0ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ..., ,m mq g q g q gρ ρχ χ χ+ + −− − −  – гурвицева. 
 

Синтез комбинированного регулятора 

 Введем в рассмотрение вектор отклонения состояний *( ) ( ) ( )t t t= −e x x  
неявного эталона (18) и объекта управления с ВФК вида (10), описывая мо-
дель системы управления в пространстве состояний уравнениями вида 

( )
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  (19) 

где ( ), ( )t tν µ  – видоизмененные выход и управление основного контура.  
Так как передаточная функция этой системы управления )(sW  описы-

вается выражением 

( ) ( )
( ) ,

ˆdet
ˆˆˆ

)(
)()(
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**1
** hsT

hsTT
hsT

es
eses

s
ssW −

+−−−

−+−
−+−

=−−==
DgbQE

bDgbQEgbDQEg
χ

χ
µ
ν  

где  ( ) bDgbQEg +−−+− hsTT es ˆˆ ** χ  – гурвицев полином )1( −+ mρ -го порядка; (.)+ 
– соответствующая присоединенная матрица; m+= ρEE*   – единичная матрица 

размера )( m+ρ × )( m+ρ ; ( )hsT es −−+− DgbQE ˆdet ** χ  = hsesDsQ −− )(ˆ)(ˆ
 – квазипо-

лином )( m+ρ -го порядка, то для гурвицевости квазиполинома, согласно 
[16], достаточно выполнить два условия: 
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1) )(ˆ sQ  – гурвицев для любых ξ ∈ Ξ . 
2) ),(ˆsup)(ˆinf ωω

ξξ
jDjQ

Ξ∈Ξ∈
>  

которые в силу (16) при 1χ∗ >>  будут иметь место. В результате, учитывая 
(16) и (18), частотное условие  

( ) ,0ˆRe
1

** >




 −−

−− bDQEg ωω jhT ej  ∀ω ≥ 0     (20) 

окажется справедливо, поскольку ( ) 1
* *ˆ .T hss e

s
χ
χ

−− ∗

∗

− − ≅
+

g E Q D b  

Для синтеза закона регулирования u (t) в системе управления (19), в 
частности с помощью критерия гиперустойчивости [9, 10, 13 – 15], кроме 
выполнения частотного неравенства (20), также требуется обеспечить и 
условия существования интегрального неравенства Попова 
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(21) 

где, учитывая вид ( )tµ  и полагая 
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     (22) 

Если теперь составляющие ( )ku t  синтезировать следующим образом: 
во-первых, определить описание 1( )u t  соотношением 

1 11 12 11 12
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u t h r d h r t t r t h h constυ ν υ υ ν
 

= + = > 
 

∫    (23) 

и воспользоваться для интеграла 1(0, )h t  оценкой 
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во-вторых, сформировать динамику 2 ( )u t  уравнением  
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∫   (25) 

и оценить интеграл 2 (0, )h t  неравенством 
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в-третьих, задать вид 3( )u t  выражением 

3 31 32 31 32
0
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и найти для интеграла 3(0, )h t  оценку 

( ) ( ) 2
3 31 32

0 0 0
2

31 *
*

0 0 0
2 2

* *
*

0 31 * 31 *

(0, ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
2

( ) ,
2 2

t t

t t t

t

h t h F u d d h F u d

h Ff d f d d

f ff d const
h F h F

υ
υ ν υ ν θ θ υ υ ν υ υ

υ ν υ υ ν υ υ ν υ υ

ν υ υ

= + +

 
+ ± ≥ − 

 

− ± ≥ − =

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫

 (28) 

то становится вполне очевидным, что сумма оценок (24), (26), (28) эквива-
лентна интегральному неравенству Попова (21).  

Таким образом, уравнение регулятора системы (19) приобретает вид 
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  (29)   

Здесь необходимо подчеркнуть, что присутствие в основном контуре 
системы управления форсирующего звена (ВФК) допускает возможность по-
явления на его выходе существенных пиковых выбросов из-за наличия нену-
левых начальных условий и у ВФК – малой постоянной *T . Поэтому на вы-
ходе ВФК с целью ограничения влияния пиков на процесс управления, ана-
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логично [13 – 15], целесообразно подключить нелинейность типа «насыще-
ние». В результате закон управления (29) окончательно получит вид: 
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  Иллюстративный пример 

Для оценки работоспособности системы управления (1) – (6), (11), (30) 
в условиях структурно-параметрической априорной неопределенности одно-
канального неаффинного объекта с неизвестным запаздыванием по состоя-
нию рассматривались три модели:  

1) модель объекта с относительным порядком ρ = 2, 
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2) модель объекта, где ρ = 3,  
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3) модель объекта, где ρ = 1,  
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при .1)0()0()0(;]0,15[,0)()()( ===−∈=== yyyyyy  υυυυ  
Так как в моделях (31) – (33) максимум относительной степени объек-

та ,3=ρ  динамика ВФК (6) и ЗФК (11) была определена уравнениями  
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а задающее воздействие r(t) и закон управления (30) имели вид  
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где ( )
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На рис. 1 показаны графики изменений задающего воздействия r(t), 
выходного сигнала объекта у(t), внешнего возмущения f (t), управляющего 
воздействия u(t) и ошибки регулирования (r(t) – у(t)) в системе управления 
(31), (34), (35).  

 

 

 
Рис. 1. Динамика сигналов r(t), у(t), f (t), u(t) и (r(t) – у(t)) системы (31), (34), (35). 

Характер изменения сигналов r(t), у(t), f (t), u(t) и (r(t) – у(t)), протека-
ющих в системе управления (32), (34), (35), отражен на рис. 2. 

 

 

 
Рис. 2. Графики процессов r(t), у(t), f (t), u(t) и (r(t) – у(t)) системы (32), (34), (35). 

Поведение временных сигналов r(t), у(t), f (t), u(t) и (r(t) – у(t)), возни-
кающих в системе управления (33) – (35), показано на рис. 3. 
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Рис. 3. Динамика сигналов r(t), у(t), f (t), u(t) и (r(t) – у(t)) системы управления (33) – (35). 

Как следует из результатов компьютерного моделирования на основе 
имитационных MatLab-Simulink моделей вида (31), (34), (35); (32), (34), (35); 
(33) – (35), обладающих структурно-параметрической неопределенностью, 
неустойчивостью, неаффинностью по управлению, неизвестным запаздыва-
нием по состоянию, полученные результаты, тем ни менее, позволяют 
утверждать, что в синтезированной системе управления (1) – (6), (11), (30) с 
неявным эталоном гарантированно обеспечивается желаемый режим функ-
ционирования с достаточно хорошим качеством. 

 
Заключение 

Разработка комбинированного регулятора системы управления с неяв-
ным эталоном для управления по выходу структурно и параметрически не-
определенным неаффинным объектом с неизвестным запаздываниями по со-
стоянию (1) – (6), (24) опирается на использование критерия гиперустойчи-
вости, условий L-диссипативности и метода пассификации.  

Достоинством предложенной системы управления с комбинированным 
регулятором является ее инвариантность к изменениям неаффинности по 
управлению и компенсация структурных возмущений объекта при наличии 
неизвестного запаздывания по состоянию. 
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