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Введение  

Системы с запаздывающим аргументом используются при моделиро-
вании процессов во многих отраслях науки, – например, при моделировании 
дорожного трафика, экономических процессов, динамики популяций, имму-
нологических процессов в организме, распространения эпидемий, нелиней-
ных оптических сред, материалов с памятью, динамики жидкостей, процес-
сов в химических и ядерных реакторах, в линиях электропередачи, в двига-
телях сгорания и очень многих других процессов в биологии, медицине, ме-
ханике, физике, технике [1, 2]. Поэтому задачи синтеза алгоритмов управле-
ния такими динамическими объектами актуальны, и их решению уделяется 
достаточно много внимания [3 – 11].  
                                           
* Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (проект №20-08-00712). 
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Наиболее сложным вариантом среди объектов с запаздывающим аргу-
ментом является объект управления, обладающий всеми типами запаздыва-
ний: по состоянию, нейтрального типа и запаздыванием по управлению. 
Связано это в первую очередь с необходимостью компенсации отрицатель-
ного влияния различных запаздываний. Задача синтеза алгоритмов управле-
ния подобными объектами часто осложняется априорной параметрической и 
структурной неопределенностями исследуемого объекта, его нелинейностью 
или неафинностью, наличием внешних неконтролируемых возмущений, от-
сутствием датчиков для прямого измерения всех переменных состояния объ-
екта. 

В работе рассматривается процесс синтеза закона управления неаф-
финным по входу объектом с запаздываниями нейтрального типа и по 
управлению, когда в процессе функционирования возможно изменение не 
только параметров объекта, но и его структуры, а измерению доступны 
только скалярные вход-выход объекта. 

 
Математическая модель исследуемой системы 

Рассмотрим неаффинный по управлению объект с указанными типами 
запаздываний: 
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где x(t) ∈ Rn –вектор состояния; A – произвольная матрица состояния в фор-
ме Фробениуса размерности n × n; D, C – матрицы размерности n × n, все 
элементы которых нули, за исключением последних строк; B = [0, …, 0, 1]T – 
вектор размерности n; u(t) ∈ R – управляющее воздействие, hi = const > 0 – 
известные постоянные запаздывания, i = 1, 2, 3; F(u(t – h3))  – скалярная не-
линейная функция от запаздывающего управления; f(t) ∈ R – внешняя некон-
тролируемая помеха, L – постоянный вектор размерности n, y(t) ∈ R – изме-
ряемый выход объекта; x0 – начальные условия, φ(θ), ϑ(θ), υ(θ) – ограничен-
ные непрерывные начальные функции. 

В соответствии с [12] имеем тождество вида 
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если 
dt

htdx )( 2−  удовлетворяет условию Липшица с постоянной k, 0 < h2 ≤ h1, 

||ψ(t)|| ≤ kh2, ψ(t) =  Cψ(t), то из ограниченности ψ(t) следует ограниченность 
ψ(t). 

Если обозначить: A0 = A + h2
– 1 C, C0 = – h2

– 1 C, f(t) = f(t)  + ψ(t), то 
уравнение (1), получая вид 
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в форме вход-выход можно переписать следующим образом: 
( ),)())(()()()(~)()()( 33 tfhtuFhtupLtupLtypa +−−⋅=⋅=    (4) 

где p = d/dt, )(~ tu  – нелинейное входное воздействие; a(p) – произвольный 
нормированный квазиполином; deg a(p) = n; L(p) – гурвицев нормированный 
полином с положительным старшим коэффициентом; deg L(p) = m.   

Предположим, что функционирование объекта (1) происходит при 
следующих условиях: 

1) неизвестные функции F(u(t – h3)) и f(t) удовлетворяют оценкам: 
,0,)(,))((0 03 ≥∀≤≤−≤ tftfhtuF δ      (5) 

где δ, f0 = const > 0 – неизвестные числа; 
2) собственные значения матрицы С неизвестны, но принадлежат кру-

гу единичного радиуса; 
3) величины запаздываний h1, h2 и h3 – известны;  
4) значения max(n) и min(m) – известны, причем максимальный отно-

сительный порядок объекта (1) ρmax = max(n) – min(m) = max(n), когда  
min(m) = 0; 

5) коэффициенты матриц A, D, C и векторов B, L объекта управления 
(1) являются неизвестными числами, зависящими от набора неизвестных па-
раметров ξ, принадлежащих известному ограниченному множеству Ξ;  

6) напрямую в объекте (1) измеряются только выход y(t) и запаздыва-
ющее управление u(t – h3). 

Учитывая, что максимальная относительная степень объекта (3) боль-
ше единицы, в основной контур системы управления последовательно к вы-
ходу объекта (3) подключим выходной фильтр-корректор  

( )
( )

),(
1
1)()()( 1

*

1

max

max
sy

sT
TssysWsy outout −

−

+
+

== ρ

ρ
      (6) 

где s – переменная Лапласа; yout(t) – выход фильтра; T, T* = const > 0 – из-
вестные постоянные; T* – достаточно мала [13 – 15]. 
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Знаменатель передаточной функции Wout(s) можно представить в виде 
( ) ( ) ( ) 1

**
1

* 111 maxmax −−+−− ++=+ mnmn sTsTsT ρρ . 
Поскольку T* задается достаточно малой, то (T*s + 1)n – m – 1 ≅ 1, тогда, 

учитывая (4), (6), можно представить:  
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где ;)1()()(~ )1( max −+⋅= ρTppapa ;~deg max ma += ρ ( ) ;1)()(~ )1( max −+= ρTppLpL  

;1)(~deg max −+= mpL ρ )(~ pW  – передаточные функции видоизмененного 
объекта, с единичной относительной степенью. 

Для видоизмененного объекта управления (7) можно перейти в про-
странство состояний  
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где x(t) ∈ mR +maxρ  – переменные состояния; A, D, C – постоянные матри-
цы размерности (ρmax + m) × (ρmax + m); B = [0, 0, …, 1]T – вектор управления 
размерности (ρmax + m); gT – вектор выхода размерности (ρmax + m). 

Следуя работам [13, 16], требуемую динамику выхода основного кон-
тура сформируем с помощью задающего фильтр-корректора: 
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где s – переменная Лапласа; r(t) – скалярное задающее воздействие; rin(t) – 
выход задающего фильтр-корректора. 

При этом традиционно для задания желаемой динамики объекта управ-
ления можно воспользоваться неявной эталонной моделью [13, 14, 16]  

),()(
1

1)(
*

*
1

*
* sr

s
sr

s
sy inin ⋅

+
=⋅

+
= − χ

χ
χ

     (10) 

где s – переменная Лапласа; y*(t) – скалярный выход неявного эталона, кото-
рый при χ* >>1 удовлетворяет соотношениям 

),()(* trty in≅           (11) 

)(
)(
)()(

)()(
)()(

)()(
)()(

*

*

*

*

*

*
* tr

pA
pBtr

pBpA
pBtr

pBp
pBty ininin

χ
χ

χ
χ

χ
=

+
≅

+
=  (12) 

или в пространстве состояний 



 

114 

,0)0(),()(),()()(
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где x*(t) ∈ mR +maxρ  – переменные состояния эталона; A* – постоянная матри-
ца размерности (ρmax + m) × (ρmax + m); B = [0, 0, …, 1]T – вектор управления 
размерности (ρmax + m); g – вектор выхода размерности (ρmax + m). 

Пусть для объекта (8) и эталона (13) выполняются условия структур-
ного согласования: TgBAA 0* λ=− , TgdBD 0= , TgcBC 0= , где λ0, d0, c0 – 
неизвестные постоянные. 

Исследуемый объект управления (1) обладает запаздыванием по управ-
лению, для компенсации которого нужно применять специальные устрой-
ства, – например, следуя [17 – 19], параллельно видоизмененному объекту 
(8) подключать упредитель-компенсатор  
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где yK (t) – выход упредитель-компенсатора; p = d/dt. 
Выполним преобразования уравнения упредитель-компенсатора (14), 

аналогично (12), тогда уравнение (14) запишется в пространстве состояний 
следующим образом: 
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где xK(t) ∈ mR +maxρ  – переменные состояния упредитель-компенсатора. 
 

Постановка задачи 

Требуется при любых начальных условиях, при наличии в объекте (1), 
(2) запаздываний и внешних помех, обеспечить достижение основной цели 
управления – качественное слежение выхода объекта за задающим сигналом 

,)()(lim 0 consttrty
t

=≤−
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σ        (16) 

где σ0 – малая величина. 
В условиях структурно-параметрической неопределенности достиже-

ние основной цели (16) будет гарантировано с учетом (11) достижения вспо-
могательной цели управления 

,)()(lim)()(lim ** consttrtytyty inouttoutt
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где σ* – малая величина. 
Если в процессе синтеза алгоритма управления обеспечить выполне-

ние вспомогательной цели управления (17), то в силу эквивалентности мате-
матических моделей выходного фильтр-корректора (6) и задающего (9) бу-
дет достижимо основное целевое условие (16). 
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Синтез закона управления 

Разработка системы управления, функционирующей в условиях апри-
орной параметрической и структурной неопределенностей, выходной сигнал 
которой с требуемым качеством отрабатывает некоторую желаемую дина-
мику, состоит в нахождении явного вида закона управления.  

В работе для решении поставленной задачи использовался критерий 
гиперустойчивости [20], согласно которому в рассмотрение вводится сигнал 
рассогласования e(t) = x*(t) – (x(t) + xK(t)) и записывается эквивалентное ма-
тематическое описание исследуемой системы (1), (2), (6), (9), (10), (14) 
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Для эквивалентной системы (18), (19) по критерию гиперустойчивости 
[20] должны быть выполнены два неравенства: 

1) частотное для линейной стационарной части 
,0,0)(Re >∀> ωωjWЛСЧ        (20) 

где WЛСЧ(s) – передаточная функция (18); 
2) интегральное неравенство для нелинейной нестационарной части 
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Неравенство (20) всегда выполняется для системы (18), поскольку, 
учитывая (10), ее передаточная функция имеет вид 
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Покажем, что второе требование критерия гиперустойчивости тоже 
имеет место. Представим неравенство (21), с учетом (19), в виде: 
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Явный вид закона управления находится из неравенства (21) при под-
становке в него (22) и представления в виде суммы сигналов  
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где ui(t) – составляющие управления, которые нужно определить.  
Следуя [13, 17, 18], обеспечить выполнение неравенства (21), тем са-

мым удовлетворив второе требование критерия гиперустойчивости, можно, 
задавая ui(t) в следующем виде: 
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где γi = const > 0, i = 1, …, 9. 
Подставляя (24) – (28) в уравнение (23), получим явный вид синтези-

рованного закона управления 

( )

( )

( )

),()()()()(

)()()()()(

)()()()()(

)()()()()()()(

9
0

8
0

337

2
26

0
225

2
14

0
113

2
2

0
1

tddhuhtu

thtydhyhty

thtydhyhty

ttydytytrtu

tt

out

t

outout

out

t

outout

out

t

outoutin

νγθθνγθθνθγ

νγθθνθγ

νγθθνθγ

νγθθνθγ

++−−+

+−+−−+

+−+−−+

+++=

∫∫

∫

∫

∫

 (29) 

где γi = const > 0, i = 1, …, 9 – параметры закона управления, значения кото-
рых подбираются в процессе имитационного моделирования.  

Для системы (1), (2), (6), (9), (10), (14), (29) выполняется свойство L-
диссипативности [21] за счет выбора малых параметров T* в фильтрах (6) и 
(9), поэтому цель управления (17) выполняется. Поскольку выходной (6) и 
задающий (9) фильтр-корректоры имеют одинаковые передаточные функ-
ции, из выполнения цели управления (17) следует цель управления (16), т.е. 
система (1), (2), (6), (9), (10), (14), (29) будет L-диссипативна. 

Наличие ненулевых начальных условий в объекте управления и ис-
пользование выходного фильтр-корректора, который является форсирую-
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щим звеном, могут привести к появлению на выходе этого звена существен-
ных пиковых выбросов. Поэтому, аналогично работам [13, 15, 17, 21 – 24], 
выход фильтр-корректора (6) подключается к нелинейности типа «насыще-
ние» с целью ослабить влияние пиков на формирование управляющего сиг-
нала. Тогда закон управления (29) запишется следующим образом: 
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где ( ) )()()()( tytysattrt Koutin −−=ν . 
 

Пример работы системы управления 

С целью иллюстрации качества работы синтезированной системы 
управления (1), (2), (6), (9), (10), (14), (30) рассмотрим структурно и пара-
метрически неопределенный объект, динамические процессы которого опи-
сываются следующими математическими моделями: 

1) объект управления с относительным порядком ρ = 2, 
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2) объект управления с относительным порядком ρ = 1, 
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при xi(0) = 0.5, i = 1,2,3; h1 = 2 cек., h2 = 1 cек., h3 = 1 cек.; f(t) = – 0.15cos(0.1t). 
Динамические модели выходного (6) и задающего (9) фильтр-

корректоров задаются с учетом максимального относительного порядка рас-
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сматриваемых моделей (31), (32): ρmax = 2. 
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Функционирование системы управления исследовалось при задающем 
воздействии: r(t) = 0.2 + sin(0.02t) ⋅ cos(0.04t). 

В качестве параметра упредитель-компенсатора (14) выбирается          
χ* = 10. 

В процессе имитационного моделирования проводилась серия вычис-
лительных экспериментов, в ходе которых были найдены параметры закона 
управления (30), обеспечивающие приемлемое качество функционирования:  
γ1 = 200, γ2 = 1000, γ3 = 2000, γ4 = 250, γ5 = 1000, γ6 = 400, γ7 = 5, γ8 = 2000,      
γ9 = 1000. 

Результаты моделирования представлены на рис. 1, 2.  

 
Рис. 1. Динамика задающего воздействия rin(t), выходного сигнала уout(t) (слева)  

и отклонения rin(t) – уout(t) (справа) в системе управления  
(1), (2), (6), (9), (10), (14), (30), (31), (33). 

 
 

Рис. 2. Динамика задающего воздействия rin(t), выходного сигнала уout(t) (слева) 
и отклонения rin(t) – уout(t) (справа) в системе управления  

(1), (2), (6), (9), (10), (14), (30), (32), (33). 
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Графики переходных процессов в системах (1), (2), (6), (9), (10), (14), 
(30), (31), (33) и (1), (2), (6), (9), (10), (14), (30), (32), (33) демонстрируют, что 
поставленная цель управления (16) для структурно и параметрически не-
определенного объекта с различными типами запаздываний достигается. 
Значение σ0 = 0,025 – малая величина, что позволяет сделать вывод о хоро-
шем качестве функционирования синтезированной системы управления (1), 
(2), (6), (9), (10), (14), (30). 
 

Заключение 

В статье рассматривается расширение подхода, предложенного в рабо-
тах [13, 14], для класса объектов с запаздываниями нейтрального типа и по 
управлению. С помощью условий L-диссипативности, задающего и выход-
ного фильтр-корректоров обоснована работоспособность синтезированной 
системы, когда измерению доступны только скалярные вход и выход объек-
та. Компенсация запаздывания по управлению осуществляется с использо-
ванием упредитель-компенсатора [17 – 19], а запаздывание нейтрального ти-
па преобразуется в запаздывание по состоянию с помощью специального 
тождества (2). Имитационное моделирование позволяет найти неизвестные 
параметры разработанного алгоритма управления (30), для которых в про-
цессе синтеза получены только нижние оценки. Результаты имитационного 
моделирования показывают, что разработанный регулятор и предложенные 
способы компенсации запаздываний обеспечивают в синтезированной си-
стеме достаточно хорошее качество функционирования. 
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